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摘 要 

 
如果存在具有难治性后验分布的连续潜变量和大数据集，我们如何在定向概率模型

中进行有效的推理和学习？ 我们引入了一种随机变分推理和学习的算法，可以扩

展到大型数据集，并且在一些温和的差异条件下，甚至在棘手的情况下工作。 我

们的贡献是双重的。首先，我们证明了变分下界的重新参数化产生了一个下限估计，

可以使用标准随机梯度方法直接优化。 其次，我们展示了 i.i.d.（独立同分布的简

写，下同） 且每个数据点具有连续潜变量的数据集，通过使用所提出的下界估计

器将近似推理模型（也称为识别模型）拟合到难治性后验，可以使后验推断特别有

效。 理论优势反映在实验结果中。 

 
1 介绍 
 

我们如何使用定向概率模型进行有效的近似推理和学习，当其具有连续潜变量和/或参数具有难

治性的后验分布？变分贝叶斯（VB）方法涉及对难治性后验的近似优化。不幸的是，常见的平均场

方法需要分析预期的解决方案 w.r.t. 近似的后验，在一般情况下也是难以处理的。我们展示了变分下

界的重新参数化如何产生下界的简单可微分无偏估计，该 SGVB（随机梯度变分贝叶斯）估计器可用

于几乎任何具有连续潜变量和/或参数难治的模型中的有效近似后验推断，并且使用标准随机梯度上

升技术可以直接进行优化。 

对于 i.i.d. 的情况。数据集和每个数据点的连续潜在变量，我们提出了变分贝叶斯自动编码

（AEVB）算法。在 AEVB 算法中，我们通过使用 SGVB 估计器优化识别模型来进行推理和学习，使

我们能够使用简单的祖先采样执行非常有效的近似后验推理，从而使我们能够有效地学习模型参数，

而无需每个数据点都需要昂贵的迭代推理方案（如 MCMC）。学习的近似后验推理模型还可以用于

许多任务，例如识别，去噪，表示和可视化目的。当神经网络用于识别模型时，我们得到变分自动编

码器。 
 
2 方法 
 

本节中的策略可用于导出具有连续潜变量的各种有向图模型的下界估计（随机目标函数）。 我

们将在这里局限于我们有 i.i.d 的常见情况。 每个数据点具有潜在变量的数据集，以及我们希望对

（全局）参数执行最大似然（ML）或最大后验（MAP）推断以及潜在变量的变分推断的数据集。 

例如，它是 
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图 1：正在考虑的有向图模型的类型。 实线表示生成模型 ，虚线表示对难治性后验 的变分

近似 。 变分参数 φ 与生成模型参数θ一起学习。 

 

直接将此场景扩展到我们还对全局参数执行变分推断的情况; 该算法放在附录中，但该案例的实验留

待将来工作。请注意，我们的方法可以应用于在线的，非静态的数据集，例如，流数据，但为了简单

起见，我们假设一个固定的数据集。 

 

2.1 问题场景 
 

让我们考虑一些数据集 由 N i.i.d 组成，采样于一些连续或离散变量 x 的样本。 

我们假设数据是由一些随机过程生成的，涉及一个未观察到的连续随机变量 z。 该过程包括两个步

骤：（1）从某些先验分布 生成值 ; （2）从某些条件分布 生成值 。 我们假设先

验 和似然 来自分布参数族 和 ，并且它们的 PDF 几乎无处不在 w.r.t. θ 和

z。 不幸的是，我们的发现隐藏了很多这个过程：我们不知道真实参数 以及潜在变量 的值。 

非常重要的是，我们不会对边际概率或后验概率做出常见的简化假设。 相反，我们在这里感兴

趣的是一种通用算法，即使在以下情况下也能有效地工作： 
 

1.难以处理：边际似然度积分 = 的情况是难以处理的（所以我们不能

评估或区分边际似然度），其中真实的后验密度 是难以处理的

（因此不能使用 EM 算法），并且任何合理的平均场 VB 算法所需的积分也是难以处理的。 

这些难以处理的情况非常普遍，并且出现在中等复杂似然函数 的情况下，例如，具

有非线性隐藏层的神经网络。 
 

2.一个大型数据集：我们有如此多的数据，批量优化成本太高; 我们想使用小型微型计算机

甚至单个数据点进行参数更新。 基于采样的解决方案，例如 蒙特卡罗 EM 一般来说太慢，

因为它涉及每个数据点通常代价高昂的采样循环。 
 
我们对上述场景中的三个相关问题感兴趣并提出解决方案: 
 

1.参数θ的有效近似 ML 或 MAP 估计。 参数可以是它们自己感兴趣的，例如， 如果我们正

在分析一些自然过程。它们还允许我们模仿隐随机过程并生成类似于真实数据的人工数据。 
 

2.对于参数θ的选择给出观察值 x 的潜在变量 z 的有效近似后推断。 这对编码或数据表示任

务很有用。 
 

3.变量 x 的有效近似边际推断。 这允许我们执行各种推理任务，不过需要先验的 x。 计算

机视觉中的常见应用包括图像去噪，修复和超分辨率。 
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为了解决上述问题，我们引入一个识别模型 ：对难以处理的真后验 的近似。请

注意，与平均场变分推断的近似后验相比，它不一定是阶乘的，并且其参数φ不是根据某些封闭形式

的期望来计算的。相反，我们将介绍一种与生成模型参数θ一起学习识别模型参数φ的方法。 

从编码理论的角度来看，未观察到的变量 z 具有作为潜在表示或编码的价值。因此，在本文中，

我们还将识别模型 称为概率编码器，因为给定数据点 x 它在编码 z 的可能值上产生分布（例

如高斯分布），进而数据点 x 又可以从该分布中被生成出来。类似地，我们将 称为概率解码

器，因为给定代码 z，它产生对 x 的可能对应值的分布。 

 

2.2 变分界 

 

边际似然度由各个数据点的边际似然度的总和组成 ，可以被

改写为： 

 
第一个 RHS 术语是近似于真实后验的 KL 散度。 由于这个 KL-散度是非负的，所以第二个 RHS

项 被称为数据点 i 的边际似然（变分）下界，可以写成： 

 
也可以被重写为： 

 
我们想要区分和优化下界  w.r.t. 变分参数 φ 和生成参数θ。 但是，下界 w.r.t. φ的梯

度有点问题。 通常（na¨ıve）蒙特卡罗梯度估计这类问题用的方法是： 

，其中 。 

该梯度估计器表现出非常高的方差（参见例如[BJP12]）并且对于我们的目的是不实际的。 

 

2.3 SGVB 估计器和 AEVB 算法 
 

在本节中，我们将介绍下界及其衍生物 w.r.t 参数的实用估计。我们假设 形式的近似后验，

但是请注意该技术可以应用于 的情况，即我们不考虑条件 x。 附录中给出了用于推断参数后验

的完全变分贝叶斯方法。 

在 2.4 节中针对选定的近似后验 概述的某些温和条件下，我们可以使用（辅助）噪声变

量 ϵ 的可微变换 重新参数化随机变量 ： 

 
有关选择此类适当分布 和函数 的一般策略，请参阅第 2.4 节。我们现在可以形成蒙

特卡罗对某些函数  w.r.t 的期望估计如下： 

 
我们将这种技术应用于变分下界（方程（2）），得到我们的通用随机梯度变分贝叶斯（SGVB）

估计量 ： 
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算法 1 变分贝叶斯自动编码（AEVB）算法的 Minibatch 版本。 可以使用 2.3 节中的两个 SGVB 估

计中的任何一个。 我们在实验中使用设置 M = 100 和 L = 1。  

 初始化参数  

    重复 

 M 数据点的随机小批量（从完整数据集中提取） 

来自噪声分布的随机样本 p（𝛜） 

  (小批量估算器的梯度 (8)) 

 使用梯度 g 更新参数（例如 SGD 或 Adagrad [DHS10]） 

直到 参数收敛 (  ) 

返回  ; 

 

通常，方程的 KL-散度 （3）可以通过分析进行积分（见附录 B），这样只有

预期的重建误差 才需要通过采样进行估计。 然后可以将 KL-散度解释为正则化

φ，从而鼓励近似后验接近先前的 。 这产生 SGVB 估计器 的第二版本，

对应于等式（3），其通常具有比通用估计器更小的方差： 

 
给定来自具有 N 个数据点的数据集 X 的多个数据点，我们可以基于小批量构建完整数据集的边

际似然下界的估计： 

 
其中小批量 是来自具有 N 个数据点的完整数据集 X 的 M 个数据点的随机抽取

样本。在我们的实验中，我们发现每个数据点的样本数 L 可以设置为 1，只要小批量大小 M 足够大，

例如， M = 100。衍生物 可以采用，并且得到的梯度可以与诸如 SGD 或 Adagrad 

[DHS10]的随机优化方法结合使用。有关计算随机梯度的基本方法，请参阅算法 1。 

当查看方程式给出的目标函数时，与自动编码器的连接变得清晰（7）。第一项是（先验的近似

后向的 KL 散度）充当正则化器，而第二项是预期的负重建误差。选择函数 ，使得它将数据点

和随机噪声向量 映射到该数据点的近似后验的样本： 其中 。

随后，将样本 输入到函数 ，其等于生成模型下数据点 的概率密度（或质量），

在给定 时。该术语是自动编码器用语中的负重建误差。 
 

2.4 重新参数化技巧 
 

为了解决我们的问题，我们调用了另一种从 生成样本的方法。 基本的参数化技巧非常简

单。 设 z 是连续随机变量， 是一些条件分布。 然后经常可以将随机变量 z 表示为确定性

变量 ，其中ϵ是具有独立边际 的辅助变量，并且 是φ参数化的一些向量值函数。 

这种重新参数化对我们的情况很有用，因为它可以用来重写期望值 w.r.t ，这样蒙特卡罗

估计的期望是可微分的 w.r.t. φ。证明如下。 鉴于确定性映射 ，从而我们知道

= 。 因此（见页底 1）, 。 
 

 

1 请注意，对于无穷小，我们使用符号约定  
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随后可以构造可微分估计： ，其中 。 在 2.3 节中，我

们应用这个技巧来获得变分下界的可微分估计。 

例如，采用单变量高斯情形：设 。 在这种情况下，有效的重新参数化是

，其中ϵ是辅助噪声变量 。 因此， 
我们可以如何为 选择这样一个可微分变换 和辅助变量 ？ 三种基本方法是： 

 
1. 可追踪逆 CDF。 在这种情况下，设 ，并且令 为 的逆 CDF。 示

例 ： Exponential ， Cauchy ， Logistic ， Rayleigh ， Pareto ， Weibull ， Reciprocal ，

Gompertz，Gumbel 和 Erlang 分布。 
 

2. 类似于高斯示例，对于任何“定位（location） - 规模（scale）”分布族，我们可以选择

标准分布（定位= 0，规模= 1）作为辅助变量ϵ，并且让 。 示例：

Laplace, Elliptical，Student’s t，Logistic，Uniform，Triangular 和 Gaussian 分布。 
 

3. 组成：通常可以将随机变量表示为辅助变量的不同变换。 示例：Log-Normal（正态分布

变量的取幂），Gamma（指数分布变量的和），Dirichlet（Gamma 变量的加权和），

Beta，Chi-Squared 和 F 分布。 
 

当所有三种方法都失败时，存在对逆 CDF 的良好近似，要求计算具有与 PDF 相当的时间复杂度

（对于某些方法，参见例如[Dev86]）。 

 

3   示例：变分自动编码器 
 

在本节中，我们将给出一个示例，其中我们使用神经网络作为概率编码器 （对生成模型

的后验的近似）以及使用 AEVB 算法对参数φ和θ联合优化。 

让先验的潜在变量为中心各向同性多变量高斯 = 。请注意，在这种情况下，先验

缺少参数。我们让 是多元高斯（在实值数据的情况下）或伯努利（在二进制数据的情况下），

其分布参数是从 z 计算的 MLP（一个完全连接的神经网络与单个隐藏层，见附录 C）。注意真正的

后验 在这种情况下是难以处理的。虽然 形式有很多自由度，但我们假设真实的（但难

以处理的）后验采用具有近似对角线协方差的近似高斯形式。在这种情况下，我们可以让变分近似后

验为具有对角协方差结构的多元高斯(见页底 2)： 

 
其中的平均值和 s.d. 近似后验， 和 是编码 MLP 的输出，即数据点 的非线性函数和变

分参数φ（见附录 C）。 

如 2.4 节所述，我们使用 = 从后验 进行

采样，其中 ， 表示按元素乘积。 在该模型中， （先验）和 都是高斯分

布; 在这种情况下，我们可以使用方程（7）的估计量。可以在不估计的情况下计算和区分 KL 散度

（见附录 B）。 此模型和数据点 的结果估计值为： 

 
如上所述和附录 C 中所述，解码项 是伯努利还是高斯 MLP，具体取决于我们建

模的数据类型。 
 
 
 
 
 

2 请注意，这只是一个（简化）选择，而不是我们方法的限制。 
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4 相关工作 
 

据我们所知，唤醒睡眠算法[HDFN95]是文献中唯一适用于同一类连续潜变量模型的其他在线学

习方法。与我们的方法一样，唤醒睡眠算法采用近似真实后验的识别模型。唤醒 - 睡眠算法的缺点

是它需要同时优化两个目标函数，这两个目标函数一起不对应于边际似然（边界）的优化。唤醒睡眠

的一个优点是它也适用于具有离散潜变量的模型。唤醒 - 睡眠与每个数据点的 AEVB 具有相同的计

算复杂度。 

随机变分推断[HBWP13]最近受到越来越多的关注。最近，[BJP12]引入了一个控制变量方案，

以减少 2.1 节中讨论的天线梯度估计的高方差，并应用于后期的指数族近似。在[RGB13]中，引入了

一些通用方法，即控制变量方案，用于减小原始梯度估计器的方差。在[SK13]中，类似于本文的重

新参数化被用于随机变分推理算法的有效版本中，用于学习指数族近似分布的自然参数。 

AEVB 算法暴露了定向概率模型（用变分物镜训练）和自动编码器之间的连接。线性自动编码器

和某类生成线性高斯模型之间的联系早已为人所知。在[Row98]中，显示 PCA 对应于具有先验

和条件分布 的线性高斯模型的特殊情况的最大似然（ML）解，特别

是无穷小ϵ的情况。 

在最近关于自动编码器[VLL + 10]的相关工作中，显示了非正则化自动编码器的训练标准对应于

输入 X 和潜在的互信息的下界的最大化（参见 infomax 原理[Lin89]）。表示互信息的最大化（wrt

参数）相当于最大化条件反射，条件反射受自动编码模型[VLL + 10]数据的预期对数似然的限制，即

负重建误差。然而，众所周知，这种重建标准本身不足以学习有用的表示[BCV13]。已经提出了规则

化技术来使自动编码器学习有用的表示，例如去噪，收缩和稀疏自编码变体[BCV13]。 SGVB 目标包

含由变分界限决定的正则化项（例如方程（10）），缺乏学习有效表示所需的通常的噪音调节超参

数。相关的还有编码器 - 解码器架构，例如预测稀疏分解（PSD）[KRL08]，我们从中得到了一些启

发。最近引入的生成随机网络[BTL13]也是相关的，其中有噪声的自动编码器学习从数据分布中采样

的马尔可夫链的转移算子。在[SL10]中，使用识别模型进行深度玻尔兹曼机器的有效学习。与我们提

出的用于学习一般定向概率模型的算法相比，这些方法针对非标准化模型（即，诸如玻尔兹曼机器的

无向模型）或限于稀疏编码模型。 

最近提出的 DARN 方法[GMW13]也使用自动编码结构学习定向概率模型，但是它们的方法适

用于二进制潜在变量。最近，[RMW14]还使用我们在本文中描述的重新参数化技巧，在自动编码器，

定向概率模型和随机变分推理之间建立了联系。他们的工作是独立于我们开发的，并为 AEVB 提供

了额外的视角。 

 

5 实验 
 

我们训练了来自 MNIST 和 Frey Face 数据集（见页底 3）的图像的生成模型，并根据变分下界

和估计边际似然度比较学习算法。 

使用来自部分 3 的生成模型（编码器）和变分近似（解码器），其中所描述的编码器和解码器

具有相等数量的隐藏单元。 由于 Frey Face 数据是连续的，我们使用了具有高斯输出的解码器，与

编码器相同，除了在解码器输出使用 S 形激活函数将均值约束到区间（0，1）。 

 

 

 

 
3 在 http://www.cs.nyu.edu/˜roweis/data.html 可访问到 
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图 2：我们的 AEVB 方法与唤醒 - 睡眠算法的比较，在优化下限方面，针对潜在空间（ ）的不同维度。 我们

的方法收敛得更快，并在所有实验中达到了更好的解决效果。 有趣的是，更多的潜变量不会导致更多的过拟合，

这可以通过下限的正则化效应来解释。 垂直轴：每个数据点的估计平均变分下限。 估计量方差很小（<1）并省

略。 水平轴：评估的训练点数量。 计算每百万个训练样本大约需要 20-40 分钟，英特尔 Xeon CPU 的运行效率

为 40 GFLOPS。 
 
 
 

请注意，对于隐藏单元，我们指的是编码器和解码器的神经网络的隐藏层。 

 

使用随机梯度上升来更新参数，其中通过微分下界估计器 来计算梯度（参见算法

1），加上对应于先前 的小权重衰减项。该目标的优化等效于近似 MAP 估计，其中

似然梯度由下界的梯度近似。 

 

我们比较了 AEVB 与唤醒睡眠算法[HDFN95]的性能。我们为唤醒睡眠算法和变分自动编码器采

用了相同的编码器（也称为识别模型）。通过从 随机抽样初始化所有变量和生成参数，并

使用 MAP 标准联合随机优化。使用 Adagrad [DHS10]调整步骤;根据前几次迭代中训练集的性能，

从{ 0.01，0.02，0.1 }中选择 Adagrad 全局步长参数。使用尺寸为 M = 100 的小批量，每个数据点

L = 1 个样品。 

 

 

似然度下界。我们训练了生成模型（解码器）和相应的编码器（也就是识别模型），在 MNIST

的情况下有 500 个隐藏单元，在 Frey Face 数据集的情况下有 200 个隐藏单元（以防止过拟合，因

为它是一个相当小的数据集）。所选择的隐藏单元数量基于先前关于自动编码器的文献，并且不同算

法的相对性能对这些选择不是非常敏感。图 2 显示了比较下界时的结果。有趣的是，多余的潜变量

并没有导致过拟合，这可以通过变分界的正则化性质来解释。 

 

 

边际似然度。对于非常低维的潜在空间，可以使用 MCMC 估计器估计学习的生成模型的边际似

然度。有关边际似然估计的更多信息，请参见附录。对于编码器和解码器，我们再次使用神经网络，

这次有 100 个隐藏单元和 3 个潜变量;对于更高维度的潜在空间，估计变得不可靠。同样，使用了

MNIST 数据集。将 AEVB 和 Wake-Sleep 方法与 Monte Carlo EM（MCEM）与混合蒙特卡罗

（HMC）[DKPR87]采样器进行比较;详情见附录。我们比较了三种算法的收敛速度，适用于小型和

大型训练集大小。结果如图 3 所示。 
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图 3：针对不同数量的训练点，就估计的边际似然度而言，AEVB 与唤醒 - 睡眠算法和蒙特卡罗 EM 的比较。 蒙

特卡罗 EM 不是在线算法，并且（与 AEVB 和唤醒 - 睡眠方法不同）不能有效地应用于完整的 MNIST 数据集。 
 
 

高维数据的可视化。 如果我们选择低维潜在空间（例如 2D），我们可以使用学习的编码器（识

别模型）将高维数据投影到低维流形。 有关 MNIST 和 Frey Face 数据集的 2D 潜在流形的可视化，

请参见附录 A。 

 

6 结论 
 

我们引入了一个新的变分下界估计，变分贝叶斯随机梯度（SGVB），用于连续潜变量的有效近

似推断。 可以使用标准随机梯度方法直接区分和优化所提出的估计器。 对于 i.i.d 的情况。 数据集

和每个数据点的连续潜变量我们引入了一种有效推理和学习的算法，变分贝叶斯自动编码（AEVB），

它使用 SGVB 估计器学习近似推理模型。 理论上的优势体现在实验结果中。 

 

7 未来的工作 
 

由于 SGVB 估计器和 AEVB 算法可以应用于几乎任何具有连续潜变量的推理和学习问题，因此

有很多未来方向：（i）学习用于编码器的深度神经网络（例如卷积网络）的分层生成架构和解码器，

与 AEVB 联合训练; （ii）时间序列模型（即动态贝叶斯网络）; （iii）将 SGVB 应用于全局参数; （iv）

具有潜变量的监督模型，可用于学习复杂的噪声分布。 
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A 可视化 
 

有关潜在空间的可视化以及使用 SGVB 学习的模型的相应观察空间，请参见图 4 和图 5。 
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(a)  学到的 Frey Face 流形 (b)  学到的 MNIST 流形 
 
图 4：使用 AEVB 学习的具有二维潜在空间的生成模型的学习数据流形的可视化。 由于潜在空间的先验是高斯的，

因此通过高斯的逆 CDF 变换单位平方上的线性间隔的坐标，以产生潜在变量 z 的值。 对于这些值 z 中的每一个，

我们用学习的参数θ绘制相应的生成 。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(a) 2-D 潜在空间 (b) 5-D 潜在空间 (c) 10-D 潜在空间 (d) 20-D 潜在空间 

 
图 5：来自 MNIST 的学习生成模型的随机样本，用于潜在空间的不同维度。 

 

 

B 的解，高斯情形 
 

变分下界（要最大化的目标）包含一个 KL 术语，通常可以通过分析进行整合。 这里我们给出解

决方案，当先验 和后验近似 都是高斯的。 设 J 为 z 的维数。 并且设μ和σ

表示变分均值以及 s.d. 在数据点 i 处的评估，并且让 和 简单地表示这些向量的第 j 个元素。于

是： 
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并且: 

 
因此: 

 
当使用识别模型 ，并且μ和 s.d. σ仅仅是 x 和变分参数φ的函数，如文中所示。 

 

C MLP’s 作为概率编码器和解码器 
 

在变分自动编码器中，神经网络被用作概率编码器和解码器。 编码器和解码器有很多种可能的

选择，具体取决于数据和型号的类型。 在我们的例子中，我们使用了相对简单的神经网络，即多层

感知器（MLP）。 对于编码器，我们使用具有高斯输出的 MLP，而对于解码器，我们使用具有高斯

或伯努利输出的 MLP，这取决于数据的类型。 
 
C.1 Bernoulli MLP 作为解码器 
 

在这种情况下，让 为多变量伯努利，其概率是从 z 计算的，具有完全连接的神经网络和

单个隐藏层： 

 
其中 是元素范围（elementwise）的 sigmoid 激活函数，并且其中 是

MLP 的权重和偏差。 
 
C.2 Gaussian MLP 作为编码器或解码器 
 

在这种情况下，让编码器或解码器成为具有对角协方差结构的多元高斯： 

 
其中当用作解码器的时候， 是 MLP 和部分θ的权重和偏差。 注意，当

该网络用作编码器 时，则交换 z 和 x，并且权重和偏差是变分参数φ。 

 

D 边际似然估计 
 

我们推导出以下边际似然估计，只要采样空间的维数较低（小于 5 维）并且采集了足够的样本，

就可以产生良好的边际似然估计。 设 是我们从中采样的生成模型，对于给定

的数据点 ，我们想估计边际似然 。 

估算过程包括三个阶段： 
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1. 使用基于梯度的 MCMC，例如来自后验的样本 L 值 ，例如， 混合蒙特卡罗，使用

。  
2. 将密度估计量 拟合到这些样本 。  
3. 再次地，从后验采样 L 个新值。 将这些样本以及拟合的 插入以下估算器： 

 
估算器的推导: 

 
 
E 蒙特卡罗 EM 
 

蒙特卡罗 EM 算法不使用编码器，而是使用 = 计算的后

验梯度从潜在变量的后端进行采样。 蒙特卡罗 EM 程序包括 10 个 HMC 跳跃步骤，其自动调整步长，

使得接受率为 90％，然后使用所获取的样本进行 5 个权重更新步骤。 对于所有算法，使用

Adagrad 步长（伴随退火计划）更新参数。 

使用来自训练和测试集的前 1000 个数据点估计边际似然度，对于每个数据点，使用具有 4 个

“蛙跳”步骤的混合蒙特卡罗从潜在变量的后部采样 50 个值。 

 

F 完全变分贝叶斯 
 

如本文所述，可以对参数θ和潜在变量 z 进行变分推理，而不像我们在论文中所做的那样只是潜

在变量。 在这里，我们将为该情形推导出我们的估算器。 

设 为上面介绍的参数的一些高优先级，参数化为α。 边际似然度可写为： 

 
其中第一个 RHS 项表示近似值与真实后验的 KL 偏差，其中 表示边际似然的变分下界： 

 

请注意，这是一个下限，因为 KL 散度是非负的; 当近似和真实的后验完全匹配时，界限等于真

正的边际。 术语 由各个数据点 的边际似然度的总和组成，每个

数据点可以重写为： 
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其中第一个 RHS 术语是近似于真实后验的 KL 散度，而 是数据点 i 的边际似然的变分下

界： 

  
对方程（14）和（16）的 RHS 的期望显然可以写成三个单独期望的总和，其中第二和第三分量

有时可以被分析出来从而解决，例如， 当 和 都是高斯分布时。 为了一般性，我们在

此假设这些期望中的每一个都是难以处理的。 

在选定的近似后验 和 的部分（见论文）中概述的某些温和条件下，我们可以将条

件样本 重新参数化为 

 
我们选择先验的 和函数 ，以便满足以下条件： 

 
对于近似后验 也可以这样做： 

 
我们，与上面类似，选择先验的 和函数 ，使得以下成立： 

 
为了表示简洁，我们引入了简写符号 ： 

 
使用等式（20）和（18），给定数据点 的变分下界的蒙特卡罗估计是： 

 
其中 并且 。 估计量仅取决于 和 的样本，这些样本显然不受影响，

因此估计量可以通过 w.r.t φ进行区分。得到的随机梯度可以与随机优化方法结合使用，例如 SGD 或

Adagrad [DHS10]。 有关计算随机梯度的基本方法，请参阅算法 1。 
 
F.1 举例 
 

让先验的参数和潜在变量是中心各向同性高斯 = 和 = 。 请注意，

在这种情况下，先前缺少参数。 我们还假设真正的后验是近似高斯，具有近似对角线的协方差。 在

这种情况下，我们可以让变分近似后验为具有对角协方差结构的多元高斯： 
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算法 2  用于使用我们的估计器计算随机梯度的伪代码。 有关函数 和 的含义，请参见文本。 
 
要求:  (变分参数的当前值) 

g  0 

for l 从 1 到 L do： 

x  从数据集 X 中随机抽取 

           𝛜  从先验 p(ϵ)中随机抽取 

𝛇   从先验 p(ζ)中随机抽取 

  
   end for 

return g 
 
 

其中 和 是 x 的未指定函数。 由于它们是高斯型，我们可以参数化变分近似后验： 

 
其中 表示按元素乘积。 这些可以插入上面定义的下限（方程（21）和（22））。 

在这种情况下，可以构造具有较低方差的替代估计，因为在该模型中 和

是高斯的，因此可以解析地求解 的四个项。 由此产生的估算是： 

 

和 简单地表示向量  和 的第 j 个元素。 
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